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223. Aussere Abmessung einer statistisch gekniuelten
Fadenmolekel in beliebiger Richtung
von Hans Kuhn.
(31. VIIL. 48.)

Bei der Betrachtung des hydrodynamischen Verhaltens von
Fadenmolekeln hat sich die Frage nach der Maximalabmessung eines
statistischen Knéduels in beliebiger Richtung ergeben, etwa in der
x-Richtung eines Koordinatensystems. Wir verstehen darunter den
Wert X, um welchen sich die x-Koordinaten der beiden in der x-Rich-
tung am weitesten auseinanderliegenden Fadenelemente unterschei-
den (Fig. 1). Beziehungen fiir den Mittelwert X sowie fiir die Hiufig-
keitsverteilungsfunktion W(X) verschiedener Werte des Parameters X
sind vor einiger Zeit mitgeteilt!) und in mehreren Arbeiten beniitzt
worden?). Im folgenden soll der Weg, welcher zu den besagten Be-
ziehungen gefiihrt hat, genauer beschrieben werden.

————— x-Richtung

Fig. 1.
Maximalabmessung X des Knéuels in der x-Richtung; Abstand h zwischen den beiden
Fadenendpunkten; Projektion x, welche die Strecke h auf die x-Achse wirft. Im Mittel
ist X doppelt so gross wie x und gleich gross wie h.

In Abschnitt 1 behandeln wir ein vorbereitendes Problem, nim-
lich die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, mit welcher sich eine
Fadenmolekel, der ein grosses Volumen zur Verfiigung steht, in
einem abgegrenzten Teilstiick dieses Volumens befindet. In Ab-

Y H. Kuhn, Exper. |, 28 (1945). .

2y H. Kuhn, Habilitationsschrift Basel 1946; W. Kuhn und H. Kuhn, Helv. 30,
1233 (1947); H. Kuhn, Proceedings of the International Rheological Congress, Holland,
1948 (im Erscheinen); H. Kuhn und W. Kukn, J. Polymer. Sci. (im Druck).
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schnitt 2 beniitzen wir die Losung dieses Problems zur Beantwortung
der eingangs betrachteten Frage nach der Hiufigkeit des Auftretens
bestimmter Werte des Parameters X.

1. Wahrscheinlichkeit P,, mit welcher sich eine Faden-

molekel im Teilvolumen v, befindet, welches durch zwei

im Abstande « voneinander befindliche parallele Ebenen
abgegrenzt ist.

a) Realisierungszustinde der Fadenmolekel.

Betrachten wir eine aus N statistischen Fadenelementen der
Linge A bestehende Fadenmolekel. Sie soll sich in einem Raume v,
befinden, welcher durch zwei voneinander weit entfernte, parallele
und senkrecht zur x-Achse eines gegebenen Koordinatensystems
stehende Winde w; und w, begrenzt und im iibrigen beliebig aus-
gedehnt ist (Fig. 2). Die Wand w, schneide die x-Achse an der Stelle
x = 0 und die Wand w, an der Stelle x = f.
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Fig. 2.
Innethalb des Gesamtvolumens vg (welches durch die parallelen Wande w, und w, be-
grenzt ist) ist ein Teilvolumen v, durch die Ebenen e; und e, abgegrenzt. Wir fragen

nach der Wahrscheinlichkeit P, dafiir, dass der Kniuel vollstandig in das Teilvolumen v,
hineinfallt.

Innerhalb des Volumens v; grenzen wir ein Teilvolumen v,
durch die Ebenen e, und e, ab, welche (wie die Winde w,; und w,)
senkrecht zur x-Achse stehen und dieselbe in den Punkten x, und
X, -+ o schneiden (Fig. 2).

Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit P, dafiir, dass sich die
Fadenmolekel mit all ihren Teilen im Teilvolumen v, befindet.

Solange der Abstand « der Ebenen e; und e, gross ist gegen den
Durchmesser des Kniuels, darf das Kn#uel als punktformig be-
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trachtet werden, und die Wahrscheinlichkeit P, ist dann gleich dem
Verhiltnis des Teilvolumens v, zum Gesamtvolumen v, und daher
gleich
Vg o .
Py = e o p 1
Ist dagegen der Abstand « nicht gross gegen den Kniueldurch-
messer, so ist die Wahrscheinlichkeit P, kleiner als geméss (1). Fillt
namlich der Anfangspunkt des Molekelfadens in das Teilvolumen v,
hinein (was mit der Wahrscheinlichkeit (1) eintritt), so ist nicht gesagt,
dass simtliche Punkte des Fadens, z. B. der Endpunkt, ebenfalls in
das Teilvolumen v, hineinfallen. Vielmehr wird diese zusitzliche Be-
dingung nur fiir ausgewihlte Konstellationen der Molekel erfiillt sein
(z. B. fiir die in Fig. 2 durch eine ausgezogene, nicht aber fir die
durch eine gestrichelte Linie gekennzeichnete Konstellation).

Um die Wahrscheinlichkeit P, in diesem allgemeineren Fall an-
geben zu koénnen, nehmen wir wie in der grundlegenden Arbeit von
W. Kuhn') an, dass beim Durchlaufen eines statistischen Faden-
elements stets eine Fortschreitung in der x-Richtung vom Betrage

A
Ay = -
Vs
entweder im positiven oder negativen Richtungssinn erzielt werde
und dass jedes der beiden Ereignisse (Fortschreiten um den Betrag A,
in positiver bzw. negativer Richtung) gleich wahrscheinlich sei, un-
abhingig vom Richtungssinn der vorangehenden Schritte.

o
(2)

Wir denken uns weiter den durch die Winde w; und w, ab-
gegrenzten Teil der x-Achse in eine beliebige, aber grosse Anzahl
B/Ax Abschnitte der Linge Ax eingeteilt, und durch alle Punkte, in
welchen aufeinanderfolgende Abschnitte aneinandergrenzen, senk-
recht zur x-Achse stehende Ebenen gelegt. Dadurch zerfillt das
Gesamtvolumen v in f/Ax scheibenformige Zellen der Dicke Ax
und das Teilvolumen v, in «/Ax solcher Zellen. Vom Punkte x = 0
ausgehend, numerieren wir diese Zellen fortlaufend. Ein Punkt mit
der x-Koordinate x,; fillt dann beispielsweise in die Zelle Nummer
x,/AX.

Ebenso versehen wir Anfangs- und Endpunkt der Fadenmolekel
sowie alle Verkniipfungspunkte von statistischen Fadenelementen
mit Nummern. Dem Molekelanfangspunkt geben wir die Nummer 0,
dem Verkniipfungspunkt des ersten mit dem zweiten Fadenelement
die Nummer 1, dem Verkniipfungspunkt des zweiten mit dem dritten
Fadenelement die Nummer 2 usw. Punkt Nummer N —1 ist der Ver-
kniipfungspunkt des zweitletzten mit dem letzten Fadenelement und
Punkt Nummer N schliesslich der Molekelendpunkt.

1) W. Kuhn, Koll. Z. 68, 2 (1934).
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Wir betrachten einen bestimmten Realisierungszu-
stand der Molekel dann als festgelegt, wenn wir angeben
konnen, in welche der scheibenformigen Zellen (in die das
Volumen v; eingeteilt wurde) alle Punkte Nummer 0 bisN fallen.

Jeder der go festgelegten Realisierungszustinde ist a priori gleich
wahrscheinlich. Denn wir kénnen jeden dieser Zustinde dadurch ent-
standen denken, dass wir erstens durch ein Zufallsverfahren die
Nummer der Zelle wihlen, in welche der Molekelanfangspunkt
(Nummer 0) fallen soll, und dass wir dann N-mal nacheinander etwa
durch Wiirfeln festsetzen, ob der nichste Schritt in positiver oder
negativer Richtung zu erfolgen hat. (Wir koénnen etwa festsetzen,
dass beim Fallen einer geraden Augenzahl in der negativen, beim
Fallen einer ungeraden Augenzahl in der positiven x-Richtung um
den Betrag A, vorzuriicken ist.)

Nummer von Zelle

Xy Xpta 8
123 Ax Ax Ax
N _:i v
s
q.ﬂ:ﬂ
j+1 |
J
w; e €2 w2
o
|
3 P
2 ;
0 ! e
0 et X0 feel Yota B
Ax Ax
~—— x-Richtung
Fig. 3.

Darstellung des Zustandes einer Molekel.
Ordinate: Nummern 0 bis N der Verkniipfungspunkte aufeinanderfolgender statistischer
Fadenelemente. (Es ist Punkt 0 der Molekelanfangspunkt, Punkt 1 der Verkniipfungs-
punkt des ersten mit dem zweiten statistischen Element, Punkt 2 derjenige des zweiten
mit dem dritten Element usw.). Abszisse: x-Koordinatenwerte der Punkte 0 bis N, bzw.
Nummern der Zellen, in welche diese Punkte fallen.

In Fig. 3 sind verschiedene derart gekennzeichnete (a priori
gleich wahrscheinliche) Realisierungszustinde der Fadenmolekel
graphisch dargestellt. In der Ordinatenrichtung sind die Nummern 0
bis N der Verkniipfungspunkte aufeinanderfolgender Fadenelemente
aufgetragen; einem Fortschreiten entlang der Ordinate entspricht
also ein Fortschreiten entlang der Molekelkette vom Anfangspunkt
Nummer 0 zum Endpunkt Nummer N. Die Abszissenwerte geben
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die x-Koordinaten der Punkte Nummer 0 bis N, bzw. die Nummern
der scheibenférmigen Intervalle wieder, in welche diese Punkte fallen,
Die in Fig. 3 mit einer ausgezogenen Linie verbundenen Punkte
stellen eine Realisierungsform der Molekel innerhalb des Teilvolumens
v, dar; die mit einer gestrichelten Linie verbundenen Punkte stellen
einen Zustand dar, in welchem nur ein Teil des Molekelfadens in das
Volumen v, fillt.

Wir suchen die Anzahl Z, von Realisierungszustinden, welche
die Molekel innerhalb des Teilvolumens v, annehmen kann; diese
Anzahl Z, werden wir vergleichen mit der totalen Zahl Z; von
Realisierungszustinden im Gesamtvolumen v, Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit P, dafiir, dass die Molekel vollstindig in das Teil-
volumen v, fillt, ist dann offenbar gleich

Z
P, = z;‘ 3)

b) Ermittlung der Anzahl Z, von Realisierungszu-
stdnden innerhalb des Volumens v,

Wir fragen vorerst nach der Gesamtzahl von Realisierungs-
zustinden einer Molekel, deren Anfangspunkt in ein herausgegriffenes
Intervall des Gesamtvolumens v, fallt; das Intervall soll von den
Winden w; und w, (Fig. 2) einen Abstand besitzen, welcher grisser
ist als die Strecke NA,

Beim Fortschreiten entlang dem ersten statistischen Element
(vom Punkt Nummer 0 nach Punkt Nummer 1) kénnen wir uns ent-
weder in positiver oder in negativer x-Richtung um die Strecke A,
bewegen; eine eingliedrige Molekel, deren Anfangspunkt festgelegt
ist, besitzt also zwei Realisierungszustinde. Beim weiteren Fort-
schreiten von Punkt Nummer 1 nach Punkt Nummer 2 einer Faden-
molekel haben wir wiederum die Wahl zwischen positiver und nega-
tiver Fortschreitungsrichtung; eine zweigliedrige Molekel mit fest-
gelegtem Anfangspunkt besitzt daher 22 = 4 Realisierungsformen.
Da sich die Verdoppelung der moglichen Realisierungsformen einer
Fadenmolekel beim Fortschreiten entlang der Kette mit jedem
weiteren Schritt fortsetzt, erkennen wir, dass im Falle einer aus
N statistischen Fadenelementen bestehenden Molekel sich insgesamt
2N Realisierungszustinde ergeben.

Denken wir uns nun in jedes der (insgesamt a/4X) scheiben-
formigen Intervalle, in welche wir das Teilvolumen v, eingeteilt
haben, die Anfangspunkte von je 2¥ Fadenmolekeln gebracht.

Die eine Hilfte der Molekeln, deren Anfangspunkte in ein heraus-
gegriffenes Intervall fallen, soll sich beim Fortschreiten vom Anfangs-
punkt Nummer 0 nach Punkt Nummer 1 in der positiven, die andere
Halfte in der negativen x-Richtung fortbewegen. Bei jedem weiteren

106
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Schritt soll eine Aufteilung aller Molekeln, welche fiir die voran-
gegangenen Schritte denselben Weg beniitzen, in' zwei Hilften vor-
genommen werden, welche sich in positiver bzw. in negativer x-Rich-
tung weiterbewegen. Fiihren wir diesen Prozess bis zum Erreichen
der Molekelendpunkte (Punkte Nummer N) durch, so stellt jede der
erhaltenen (o/dx).2Y Realisierungsformen einen von den iibrigen
Formen verschiedenen Realisierungszustand dar. Die Gesamtheit
dieser Zustdnde bildet die Summe der méglichen Realisierungs-
zustinde, welche eine Molekel besitzen kann, deren Anfangspunkt
in das Teilvolumen v, fillt.

Um von den betrachteten Zustinden die Z, Realisierungs-
zustdnde herauszugreifen, in welchen neben dem Anfangspunkt sdmt-
liche Fadenteile in das Volumen v, fallen, schreiten wir, von den
Anfangspunkten Nummer 0 simtlicher («/4x)-2¥ Molekeln beginnend,
gleichzeitig jedem Faden entlang iiber die Punkte 1,2,... nach den
Endpunkten Nummer N der Molekeln. Wir setzen dabei fest, dass
jede Molekel, welche bei dem beschriebenen Prozess die
Grenzebene e; oder e, des Volumens v, (Fig. 2 und 3) durch-
schreitet, bei allen nachfolgenden Schritten nicht mehr
gezdhlt wird. (Eine Molekel beispielsweise, welche nach dem j-ten
Schritt die Ebene e; oder die Ebene e, zum erstenmal iiberschreitet,
zahlen wir bis zu diesem j-ten Schritt mit und dann nicht mehr.)
Beim Fortschreiten entlang der Molekelketten scheiden wegen dieser
Festsetzung fortwihrend Molekeln aus; nach Erreichen der Molekel-
endpunkte sind nur noch diejenigen Molekeln vorhanden, welche
wihrend ihres ganzen Weges das Volumen v, nie verlassen haben
und deren Anzahl Z, gesucht ist.

‘Wir betrachten die Punkte Nummer j + 1 (welche beim Fort-
schreiten entlang der betrachteten Molekeln als Verkniipfungspunkte
zwischen den j + 1sten und den j + 2ten Fadenelementen angetroffen
werden) und fragen nach der Anzahl dieser Punkte, welche unter der
eben getroffenen Festsetzung in einem an der Stelle x innerhalb des
Teilvolumens v, gelegenen Intervall (der Breite 4x) vorzufinden sind.

Die Anzahl n,, , dieser Punkte setzt sich aus zwei Anteilen
zusammen. Ein erster Anteil 4 n; ,, 4, wird uns geliefert durch die
Hilfte der Molekeln, deren Punkte Nummer j in das an der Stelle
x + A, gelegene Intervall hineinfallen. Es findet n#mlich nach
unseren Voraussetzungen beim Fortschreiten von den Punkten
Nummer j zu den Punkten Nummer j 4+ 1 eine Aufspaltung der
D; x4 4y Molekeln, deren Punkte Nummer j in das an der Stelle
x + A, gelegene Intervall hineinfallen, in zwei Hélften statt. Die eine
Hilfte wandert in das an der Stelle x, die andere Hilfte in das an der
Stelle x + 2 A, gelegene Intervall.

Der zweite Anteil von Molekeln, deren Punkte Nummer j + 1 in
das an der Stelle x gelegene Intervall fallen, ist aus analogen Griinden
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wie der erste Anteil gleich % n; ,_, , némlich gleich der Hilfte der
Molekeln, deren Punkte Nummer j in das an der Stelle x — A, ge-
legene Intervall hineinfallen. Insgesamt ist also:

1 1 .
Di+1,x = 5 Vi, x+Ac T 5 i x—Ax (fir xp < x < Xp+a) 4)

Gleichung (4) gilt im Innern des Teilvolumens v, ; in allen Intervallen
ausserhalb v, ist die Zahl der in ein Intervall hineinfallenden Molekel-
punkte gleich Null, indem gemiss unserer Festsetzung eine Molekel
nicht mehr gezihlt wird, sobald sie die Grenzebenen e, oder e, iiber-
schritten hat.

Wir betrachten die Grosse A, als klein gegen die Breite « des
Teilvolumens v, und die Zahl N der statistischen Fadenelemente als
sehr gross gegen eins. Die Zahl n; , der Punkte Nummer j, welche in
das an der Stelle x gelegenc Intervall fallen, darf dann als stetige
Funktion von x und j aufgefasst werden. Es ergibt sich durch Reihen-
entwicklung:

.} B 2% Tx
- L P A PO

4

2 2
Ong 0°ny j Al

0y x-—ay = nj,x"—o;’LAerWT
Durch Einfithren von (5) in (4) folgt zunichst bei Vernachléissigung
weiterer Glieder der Reihenentwicklung:
0%n; , A2
D1, x—Djx = ()X]éx _2_x

Darin ergsetzen wir den Differenzenquotienten
DirLxTx
1
durch den Differentialquotienten 0n;,/0j und erhalten?):
oy « A} 0°n;
0j 2 ox®
Wie erwihnt, ist ausserhalb des Volumens v, die Zahl n;, gleich
Null; es gelten demgemiss die Randbedingungen:
nj!x:xn = 0 (63')
Dj x—x,+a = 0 (6b)
Ferner gilt als Anfangsbedingung die Beziehung

(6)

;.o x = 2%, (fiir x, < X < Xo+0) (6¢)

welche der eingangs getroffenen Massnahme Rechnung trigt, wonach
in jedes Intervall, welches in das Teilvolumen v, hineinfallt, je 2¥
Molekelanfangspunkte gelegt wurden.

1y Der Ubergang von (4) nach (6) ist genau genommen nur zulissig unter der An-

nahme, dass N nach Unendlich und Ay gleichzeitig nach Null strebt, und zwar so, dass
das Produkt NA2 einen endlichen Wert beibehilt.
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Gleichung (6) stimmt mit der Diffusionsgleichung

dc 0%c

ot~ P oxr )
formal iiberein. Wir erhalten GIl. (6) aus Gl. (7), indem wir in der
letzteren die Zeitvariable t durch j, die Diffusionskonstante D durch

AZ/2 und die Konzentration ¢ durch n ersetzen.

Das Problem der Losung von Gl. (6) unter den Nebenbedingungen
(6a, b, ¢) ist gleichwertig mit folgendem Diffusionsproblem: Eine
Lisung von Teilchen der Diffusionskonstante I), welche zur Zeit
t = 0 die gleichméssige Konzentration c, besitzt, befindet sich
zwischen zwei im Abstande « voneinander entfernten, parallelen
,klebrigen Winden. Unter ,klebrigen‘ Winden verstehen wir
Winde von solcher Beschaffenheit, dass jedes Teilchen des gelisten
Stoffes, welches eine Wand trifft, daran haften bleibt. Die Neben-
bedingungen dieses Problems lauten analog zu (6a, b, ¢):

e x-x, =0 (7a)
Cp, x=xpta = 0 (7b)
Ct-0,x =c, (firx, < x < x,+a) (7¢)
Die Losung von (7) unter den Bedingungen (7a, b, c¢) lautet!):
= 2v+1)2n?
Ct’x:ZT‘?fil) sin[@vttm (X“Xo)] e"i—ga)"*ftD "
" (fir x, < x < Xy+a)

Die Losung von (6) unter den Bedingungen (64, b, ¢) ergibt sich da-
durch, dass in GL (8) t durch j, D durch AZ/2, ¢ durch n;, und ¢,
durch 2% ersetzt wird. Hs folgt:

_(gerlpat, Ay

o0 -
2 428 r(@v+l)m w17 )
nj g = @) sm[ " (x——xo)] IS (%

v=0 {far xy < x < x5+a)

Die Verteilung der Endpunkte aller Fiaden, welche nie die
Ebenen e, oder e, passiert haben, erhalten wir, indem wir j = N
setzen. Es folgt aus (9):

@v+1)n? .,

49N 2w+t s

V=

Durch Summierung iber alle (insgesamt «/4x) Intervalle, in welche
wir das Volumen v, eingeteilt haben, ergibt sich die gesuchte Anzahl
Z, von Konstellationen innerhalb v,. Indem wir die Summierung
durch eine Integration ersetzen und dabei beriicksichtigen, dass auf

1) Siehe beispielsweise: H. 8. Carslaw, Mathematical Theory of the Conduction of
Heat in Solids, Dover Publications, New York 1945.



Volumen xxx1, Fasciculus vi (1948). 1685

das Integrationselement dx insgesamt dx/4x Intervalle (der Breite
Ax) entfallen, erhalten wir:

Xo+a

7 —xo+a dx _ °°‘ 4-9N —(2”2212) id NA;ALX /sin[zva ln(x Xo)]dX
= nx’NAx_Zn(2v+1)e Xy

Xg v=0

(2v+1)2n2 2
72 428 —vz—afiNAx 1 2a
2v+1) a4x 2v+1)=
2y+1)2n? .
_8 2N“2.°' 1 T 11)
T hr Ax v+ © (

»=0

Die Zahl Z; von Konstellationen innerhalb des Gesamtvolumens
v, ergibt sich aus (11), indem darin « durch p ersetzt wird. Man
erhélt:

8 2Np 2 —‘2—”§—,§¥i’m”x '
m Ax (21/4—1)2 (12)

Da B als gross gegen NA, und daher auch als gross gegen |/NAZ?
gewahlt wurde, und da ferner gilt

o0
S a8
@2v+1)2 8

0

folgt aus (12) die triviale Beziehung:

Zp = f A (13)

¢) Wahrscheinlichkeiten P, und p,.

Durch Eingetzen von (11) und (13) in (3) ergibt sich schliesslich
fiir die Wahrscheinlichkeit P,, die Fadenmolekel mit all ihren Teilen

innerhalb des Teilvolumens v, anzutreffen, die Beziehung:
2v+1)* A% s
p 8 oo 1 _e_%}—n}mx

*T 8 ar (2v+1)2

»=20

(14)

In Fig. 4 ist die Grosse p, =P, -f/a dargestellt in Abhingigkeit
von der Breite «, genauer ausgedriickt: in Abhfingigkeit vom Ver-
biltnis /X der Breite « zur mittleren Maximalabmessung X des
Kniuels in der x-Richtung; dabei ist nach Abschnitt 2 (unten)

— 8 "72
X = l/—y?NAx

Die Grosse p, stellt die Wahrscheinlichkeit dar, dass eine Faden-
molekel, deren Anfangspunkt sich irgendwo innerhalb des Volumens
v, befindet, als Ganzes in das Volumen v, hineinfillt. p, nimmt zu
mit wachsendem « und wird gleich eins fiir sehr grosse Werte von «.
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Fig. 4.

Ordinate: p, (Wahrscheinlichkeit, mit welcher eine Fadenmolekel, deren Anfangspunkt
irgendwo innerhalb des Teilvolumens v, liegt, vollstindig in dieses Teilvolumen fallt.
Absgzisse: o/X (« Abstand der beiden Ebenen, welche das Teilvolumen v, nach aussen hin
dbgrenzen: X mittlere Abmessung des Knauels in der x-Richtung).

Anmerkung: Auch die allgemeinere Frage nach der Wahrscheinlichkeit, eine Faden-
molekel innerhalb eines beliebig gestalteten Teilvolumens zu finden, kann auf Grund einer
sinngeméssen Erweiterung der obenstehenden Betrachtung beantwortet werden. Wir
denken uns das Gesamtvolumen in gleich grosse, wiirfelférmige Zellen eingeteilt und be-
trachten einen Realisierungszustand einer Fadenmolekel dann als festgelegt, wenn wir
angeben kénnen, in welche Zellen alle Verkniipfungspunkte Nummer0 bis N von statistischen
Fadenelementen fallen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann gleich dem Quotienten
aus der Zahl von so gekennzeichneten, a priori gleich wahrscheinlichen Realisierungs-
zusténden, welche eine Fadenmolekel innerhalb des Teilvoluinens annehmen kann, zur
Gesamtzahl von Zustinden. Es lisst sich zeigen, dass die Frage nach der Zahl von Reali-
sierungszustéinden innerhalb des Teil- bzw. Gesamtvolumens wiederum auf ein Diffu-
sionsproblem zuriickgefiihrt werden kann. An die Stelle der Gleichung (8), welche der
eindimensionalen Diffusionsgleichung (7) entspricht, tritt eine der dreidimensionalen
Diffusionsgleichung entsprechende Beziehung; darin steht wiederum an Stelle der Zeit t
die Variable j und an Stelle der Diffusionskonstanten D die Grosse A%/2 == A?/6. Die
Frage nach der Zahl der Realisicrungszustinde einer Fadenmolekel in einem beliebig ge-
stalteten Raum ist also formal gleichbedeutend mit dem Problem der Diffusion einer
Substanz in einem von , klebrigen** Wianden begrenzten, mit dem betrachteten kongruenten
Raum.

2. Wahrscheinlichkeit W(X) dX des Auftretens einer Maxi-
malabmessung der Fadenmolekel in der x-Richtung,
welche zwischen den Werten X und X+dX liegt.

Im folgenden soll die Wahrscheinlichkeit P,, mit welcher die
Molekel im Teilvolumen v, anzutreffen ist, unter der Voraussetzung
berechnet werden, dass die Wahrscheinlichkeit W(X)dX des Auf-
tretens einer Maximalabmessung in der x-Richtung, welche zwischen
den Werten X und X + dX liegt, bekannt ist. Durch Gleichsetzen
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des dabei sich ergebenden Ausdrucks fir P, mit (14) kann dann
umgekehrt W(X)dX ermittelt werden.

Zunichst ist die Wahrscheinlichkeit P, x mit welcher eine
Molekel, deren Maximalabmessung in der x-Richtung den Wert X
besitzt und welche sich im Volumen v; befindet, als Ganzes in das
Teilvolumen v, hineinfallt, offenbar gleich

P, x — -;}))é (fiir X < %) (15)
Gleichung (13) gilt unter der Voraussetzung, dass X kleiner oder
gleich « ist; fiir alle Werte von X, welche grosser als « sind, wird
P, x gleich Null. Wie im vorangehenden Abschnitt setzen wir voraus,
dass die Breite f gross gegen NA, und daher auch gross gegen X sei.
Es folgt dann an Stelle von (15):

P a—X

wx =2 (fiir X < r) (16)

Aus einer Anzahl G von Fadenmolekeln, welche sich im Gesamt-
volumen v, befinden, greifen wir nun den Bruchteil
dG =G6G-W(X)dX
von Molekeln heraus, deren Maximalabmessung in der x-Richtung
einen Wert besitzt, weleher zwischen den Grenzen X und X + dX
liegt. Gemiss (16) fallen von diesen Molekeln die Anzahl
dG, = “_BX da = “;X GW(X)dX (fiir X L) 17)
vollstandig in das Teilvolumen v, hinein. Die Zahl der insgesamt im
Teilvolumen v, als Ganzes befindlichen Molekeln ergibt sich durch
Integration iiber alle Werte von X von Null bis « zu

Gy = Gf “_ﬂX W(X)dX (18)
0
(Die Integration ist bis zur oberen Grenze o durchzufiihren, indem
keine der Molekeln, deren Maximalabmessung in der x-Richtung
grosser als « ist, mit allen Fadenteilen in das Partialvolumen v,
hineinfallen kann.)

Die Wahrscheinlichkeit P,, mit welcher eine einzelne Molekel
als Ganzes im Teilvolumen v, liegt, ist gleich der Anzahl G, von
Molekeln, welche als Ganzes in v, liegen, geteilt durch die Gesamtheit
G von Molekeln, also nach (18) gleich

G aa—X

Py— g = 5 W(X)dX (19)
0

Durch Gleichsetzen von (19) mit (14) erhalten wir:
2v+1)2n? A2

YaoX w8 N1 1 -ET Al
f‘ﬂ—wmdxzﬂnfz;m)—ze o (20)
0
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Wir finden die unbekannte Funktion W(X)dX, indem wir (20) zwei-
mal nacheinander nach o differentieren.

Die rechte Seite von (20) kann leicht zweimal nach « differentiert werden. Man
findet dabei:

2r+1)* ..
AP, 1 8wy -2rxa [ (@ v+1)2 A2 NA2
. 5 242 x 2 2y _ x_
dat o e o l = (w2 NA2) -1 5 (21)
v=0
Aus der linken Seite von Gleichung (20) ergibt sich nach einmaliger Differentiation:
o-+da o
« [(a+da—X) W(X) dX~ [(@-X) W(X)dX
dPy _ d ﬁiiw(x)dx_i 0 0
da da - B do
0
a-+do

&%

g da

/(a+da—-X) W(X)dX+/daW(X) ax
0

[(e+ doe—a) W(a)+ (e+da—o—de) W(x+da)] il;—L—}-/dm W(X)dX
1 0

7-/3- do

1 [+ 4
= - X)dX
ﬂOfW( )

Eine weitere Differentiation ergibt:

dzp, a1 f 1
D T b b[ W(X) dX} =5 W) (22)
Durch Gleichsetzen von (21) mit (22) folgt:

00 (2v+1)* 2
S NAL( (2va1)2 2 NAZ
W (o) = ;8; E e 2o {llo,:i_)/ (nZNAX)—l}”_-l (23)

a3
v=0

Schreiben wir in (23) X an Stelle von « und setzen ferner zur
Abkiirzung

2 2
B— -Nay— ToNa (24)
so folgt schliesslich:
) B
16 B ~X @+ 2B
WX) = <5 E e { < @ v+1)2—1} (25)
v=0

Den erhaltenen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
W(X)dX konnen wir vergleichen mit der Wahrscheinlichkeit w(x)dx
dafiir, dass die Projektion der Strecke h zwischen den beiden Faden-
endpunkten auf die x-Achse eine Linge besitzt, welche im Intervall
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X bis x + dx liegt (Fig. 1). Die Funktion w(x) ist nach W. Kuhnt)
gegeben durch die Beziehung:

6 Vi “awar

Die Funktionen W(X) bzw. w(x) sind in Fig. 5 als Ordinate

BAS
~
N\
\
t \
\
\
W(Xxj
w(x)
X | x
YNA® T YNA?
0 0.5 1.0 1.5 20

Fig. 5.

Ausgezogene Linie: Verteilungsfunktion W(X) der Maximalabmessung X des Knéuels

in der x-Richtung in Abhingigkeit von X//NA? (gegeben durch Gleichung (25) und (24)).

Gestrichelte Linie: Verteilungsfunktion w(x) der Projektion x, welche die Verbindungs-

strecke h zwischen den beiden Fadenenden auf die x-Achse wirft, in Abhingigkeit von
x/YNA? (nach W. Kuhn; gegeben durch Gleichung (26)).

Fir den Mittelwert

X:fXW(X)dX
0

der Maximalabmessung des Kn#uels in der x-Richtung erhalten wir
auf Grund der Ausdriicke (25) und (24) die Beziehung

- 4 = 1/8 s _ /.8 2
X——;?I;]/B~V;NAX—V37ZNA (27)

Demgegentiber ist nach W. Kuhn') der Mittelwert der Projektion
x der Strecke h auf die x-Achse gleich

- 1/2 . 1/2 )
X = l/; NAZ = V§5 NA

1y W. Kuhn, Koll. Z. 68, 2 (1934).
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es ist also X = 2X. Der Mittelwert des Abstandes h zwischen den
beiden Fadenendpunkten ist nach W. Kuhn!) gleich

- 1/8 R
h= V 5 NA
Es ist also X =h, d. h. die mittlere Maximalabmessung eines
Kniuels in beliebiger Richtung ist gleich dem Mittelwert h des Ab-
standes zwischen den beiden Fadenenden.
Wic aus der voranstehend gegebenen Begriindung hervorgeht, ist Gleichung (25)
ebenso wie die von W. Kuhn gegebene Beziehung (26) genau richtig unter der Voraus-
getzung, dass N nach Unendlich und A nach Null strebt, in solcher Weise, dass das Produkt

NA? einen endlichen Wert beibehilt. Da in Wirklichkeit die Gréssen N und A endliche
Betrige besitzen, stellen diese Beziehungen Naherungen dar.

Herrn Professor Werner Kuhn danke ich fiir sein forderndes Interesse, welches er
der vorliegenden Arbeit entgegenbrachte, sowie fiir wertvolle Diskussionen.

Zusammenfassung.

Es werden Beziehungen ermittelt fir die Haufigkeit W(X) des
Auftretens bestimmter Werte der Maximalabmessung X eines statisti-
schen Kniuels in beliebig gewahlter Richtung, sowie fiir den Mittel-
wert X. ﬂ

Den wichtigsten Schritt zur Losung dieser Aufgabe stellt das
Problem des Auffindens der Wahrscheinlichkeit P, dar, mit welcher
sich ein Knduel, dem ein grosses Volumen zur Verfiigung steht, in
einem Teil v, dieses Volumens hefindet, welcher vom Gesamt-
volumen durch zwei im Abstande « befindliche parallele Ebenen ab-
gegrenzt ist. P, kann angegeben werden, sobald die Zahl Z, a priori
gleich wahrscheinlicher Realisierungszustéinde der Molekel innerhalb
v, bekannt ist. Wir finden Z, auf Grund der sich ergebenden Tat-
sache, dass die Frage nach der Zahl der Realisierungszustdnde einer
Fadenmolekel in einem beliebig gestalteten Raum formal gleich-
bedeutend ist mit dem Problem der Diffusion einer Substanz in einem
von ,klebrigen* Winden begrenzten, mit dem betrachteten kon-
gruenten Raum. An die Stelle der Zeit in der Diffusionsgleichung
tritt die Laufzahl j der statistischen Fadenelemente, wie sie sich beim
Fortschreiten entlang der Molekelkette ergibt, und an Stelle der
Diffusionskonstante tritt die Grosse A?%/6, wobei A die Linge des
statistischen Fadenelementes darstellt.

Physikalisch-éhemisches Institut der Universitit Basel.

) W. Kuhn, Koll. Z. 68, 2 (1934).





